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Natürliche Zahlen

– Definition eines Nullelements 0, einer
Nachfolgerfunktion S und von Zahlen-
symbolen zur einfacheren Handhabung:
1 := S(0)
2 := S(1) = S(S(0))
3 := S(2) = S(S(S(0)))
4 := S(3) = S(S(S(S(0))))

...

– Definition der Addition, Subtraktion und
Multiplikation (n, m natürliche Zahlen):

n + 0 := n
n + S(m) := S(n + m)

n − 0 := n
S(n) − S(m) := n−m

n · 0 := 0
n · S(m) := n ·m + n

Ganze Zahlen

– Grundidee: Auffassung ganzer Zahlen als
Repräsentanten des Unterschieds zwi-
schen zwei natürlichen Zahlen

– Notation als Paare zweier natürlicher Zah-
len:

0Z :≡ (0, 0) ≡ (1, 1) ≡ (2, 2) ≡ · · ·
1Z :≡ (1, 0) ≡ (2, 1) ≡ (3, 2) ≡ · · ·
2Z :≡ (2, 0) ≡ (3, 1) ≡ (4, 2) ≡ · · ·

(−1)
Z

:≡ (0, 1) ≡ (1, 2) ≡ (2, 3) ≡ · · ·
(−2)

Z
:≡ (0, 2) ≡ (1, 3) ≡ (2, 4) ≡ · · ·
...

(Repräsentation von natürlichen, nicht
ganzen Zahlen durch die Zahlensymbole
innerhalb der Paare)

– Definition der Addition, Subtraktion und
Multiplikation (n,m, ν, µ natürliche Zah-
len):
(n,m) +Z (ν, µ) := (n +N0 ν, m +N0 µ)
(n,m) −Z (ν, µ) := (n +N0 µ, m +N0 ν)
(n,m) ·Z (ν, µ) := (nν +N0 mµ, nµ +N0 mν)

Hier nicht ausgeführt: Detailliertere Herleitung der Definitionen • Belege, dass die hier auf-
geführten Definitionen tatsächlich die bekannten Rechenvorschriften widerspiegeln • Ver-
gleich mit den Rechentechniken von Kindern • Division • Relationen (≤, <, >, ≥) • Diskus-
sion der Nichteindeutigkeit der Repräsentation bei den ganzen Zahlen • Aufbau der rationa-
len Zahlen • Surreale Zahlen – 1974 entdeckter/erfundener Zahlenbereich, der ”unendlich
große“ und ”unendlich kleine“ Zahlen enthält und trotzdem konsistent ist

Beweis, dass 2 + 2 = 4 (mit natürlichen Zahlen)

2 + 2 = (Schreiben des zweiten Summanden als Nachfolger)
= 2 + S(1) = (Anwenden der Additionsvorschrift)
= S(2 + 1) = (Schreiben des zweiten Summanden als Nachfolger)
= S(2 + S(0)) = (Erneutes Anwenden der Additionsvorschrift)
= S(S(2 + 0)) = (Anwenden der ersten Regel der Additionsvorschrift)
= S(S(2)) = (Schreiben als Dezimalzahl)
= S(3) = 4 �
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