0.1 125. Hausaufgabe
0.1.1 Analysis-Buch Seite 172, Aufgabe 23

Gegeben ist die Funktion f; mit f(z) = “"Qk‘m k  wobei k > 0 ist.

Gy, ist der Graph von f;.

a) Bestimme den maximalen Definitionsbereich und untersuche
fr auf Symmetrieeigenschaften, Nullstellen, Extrema, Wende-
punkte und Asymptoten.

* Maximaler Definitionsbereich:
kxr #0; < x#0,dak > 0;
— Dy, = R\ {0}

* Symmetrieeigenschaften:
f(=2) = =555 = —fulw);

— Punktsymmetrie zum Ursprung
* Nullstellen:

file) = T 2000 22 — K2 20 ] = K] = K
— Nullstellen: —k, &
e Extrema:
kx-2z—(x2—k?)-k 224 k2

GERIGKmethode fur f;(z):

+ [0] +
— Keine Extrema
* Wendepunkte:

Keine, aber Wechsel des Krummungsverhalten bei z = 0,
da f; bei z = 0 ein Extremum hat.

e Asymptoten:

r = 0; (VZW an der Polstelle von — nach + bei x = 0)

y = Z; (Beweis: fi(r) =2~ =2 & im fe(z) = £ =10)
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b) Zeichne den zu k = 3 gehorigen Graphen Gy,.

c) Fur welche Werte von m hat die Gerade y = mz mit Gy, keine
Punkte gemeinsam?

o

?
y:mszkQ:fk(x);@

”

: ? >
kma? = 2? — k?; 22 = -

RHS muss positiv sein: —WZ)_l >0, = <0, km <1
AuBerdem: km — 1 # 0; & km # 1,

Also: km < 1; & m < 3;

Die Gerade y = mz hat fir m > { keine Punkte mit G, gemein-
sam.

d) Bestimme ohne Berechnung des Integrals die Abszisse des Ex-
tremums der Funktion £}, mit

Fi(z) = [ fu(t)dt = [ £ dt,
1

1
Von welcher Art ist dieses Extremum?

In welchem Bereich ist F}, definiert?
GERIGKmethode fur f(x) = 22k _ ([@=k)ath).

kx kx
-k 0 k
----- R e
| e
T > x + k
S | BN

- 0 +[0- 0 +
Dp, = R*; (da an der Stelle 0 der Integrand unendlich wird)
— Bei x = k einziges Extremum (ein Tiefpunkt).
e) Der Graph G), einer ganzrationalen Funktion % dritten Grades

ist punktsymmetrisch zum Ursprung und bertihrt Gy, in den
Nullstellen von f;.

Ermittle den Funktionsterm i (z) und die Extrema von h.
h(z) = az® + ba® + cx + d;

h(—z) = —ax® + ba®> — cx + d = —ar® —ba? —cx —d = —h(x);
b’ +d=0; & d = —bx?%



h(£3) = a(£3)° + ¢ (+3) = +27a £ 3¢ == 0; & ¢ = —9a;
h(z) = az® — 9ax; W (z) = 3ax? — 9a;

W(43) = 27a — 9a = 18a = f}(4+3) = %, & a = &;
— h(z) = 2—17 (23 — 97);

GERIGKmethode fiir #(z) = £ (22 — 3) = & (v + v3) (z — V3):

-sqrt(3) 0 sqrt(3)
1/9
N S — X + sqrt(3)
- - - - = - = = = -0----- X - sOrt(3)
+ 0 - 0 +

— HOP bei (—v/3, 2v/3);
— TIP bei (v/3, —2V/3);
f) Zeichne G}, in die Zeichnung von Teilaufgabe b) ein.
g) Welche Flache schlief3t G, mit der positiven z-Achse ein?
Nullstellen von h: -3, 0, 3
Flache: {(z,y) |z € [0,3] Ah(z) <y <0}
3
Of |h(2)] da

= [t~ 32703 =

Flacheninhalt:

3
_ |1 3 _
= ‘ 270fx 92 dz

>

Y

27

h) Die Funktion h,; sei gegeben durch

z_3 fi > 3;
h1($):{3 P ar fz| > 3

= (z¥ —9z) far |z < 3;

Ihr Graph ist G, .

Kennzeichne G, in der Zeichnung der Teilaufgabe b) mit Far-
be. Wie oft ist h; bei x = 3 differenzierbar? (Begriindung!)

Stetigkeit von £, an der Stelle 3: hr?r)l_ hy(z) = 1ir§1+ hi(z) = hi(3) =
0;
i+ fur |z| > 3;

> (322 —9) fur |z| < 3;

Provisorisch: h}(z) = {



i ) = § = Jig o)

— Provisorisches 7} ist in der Tat die Ableitungsfunktion von
hy.
— % far |x| > 3;

Provisorisch: hj(x) = { z?

2z fur |z| < 3;

i #(0) = § # = = lip (o)

— h, ist nicht zweimal an der Stelle = = 3 differenzierbar; das
provisorisch aufgestellte A/ ist nicht die Ableitungsfunktion
von hj.

0.1.2 Analysis-Buch Seite 172, Aufgabe 24

Gegeben ist die Funktion f mit f(z) = 2=*; ihr Graph sei mit G,
bezeichnet.

a) Bestimme die maximale Definitionsmenge D; von f und unter-
suche G auf Schnittpunkte mit dem Koordinatenachsen.

l—2#0;, <0 #1;
— Dy =R\ {1};



f(0) = =4
f(x):Qz_z4;0;<:)2x—4;0;(:):r:2; f(2) =0;

1—

b) Untersuche das Verhalten von f(z) fir z — +oc0 und far z — 1.
flo) =3t =2 i

1-z 11—z’
S f18) = =2

c) Welches Monotonieverhalten zeigt die Funktion f? Hat G; Ex-
trempunkte? Begriinde deine Antwort.

f'(x) = —ﬁ <O0farallez € Dy =R\ {1};
— fistauf]—oo, 1] und |1, 00| streng monoton fallend. (XXX auf

ganz D; smf? Oder mit 1 jeweils eingeschlossen? Oder nur bei
einem eingeschlossen?)

GERIGKmethode von f'(z):

________ |--____>

S
e

+ 0 +
— f hat keine Extrempunkte. (Aber eine Wendestelle bei z = 1,
da f’' bei x = 1 ein Extremum hat.)
(XXX ist es richtig, zu sagen, bei = = 1 liege eine Wendestelle,
aber kein Wendepunkt vor?)

d) Zeichne nun Gy.

e) Begriunde, weshalb f umkehrbar ist. Gib die Funktionsgleichung
y = f~!(z) fur die Umkehrfunktion f~! von f sowie den Defini-
tions- und den Wertebereich von f~! an.

f ist umkehrbar, weil es bei beiden Asten streng monoton ist
und weil sich die Aste nicht ,tiberlappen®; f ist injektiv.

fly) =35 & fly) —ufly) =2 —4 &y = 528 = e —

W)
fly) +2#0; & f(y) # —2;




Dy =Wy =R\ {=2}; Wy =Dp=R\{1};
(XXX wieso ist —2 nicht 1, gespiegelt an y = z7?)
f) Berechne die Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen G;
und Gj-1.
(G;-1 ist der Graph von [~z — )

flo) =2t ot = o) &

(20 —4) (z+2) = 202 +dr— 4z —8 = z— 22 +4—dx = (v + 4) (1 — 2);

=
)
3a? + 3z — 12 = 0;
—3+4/32-43:(-12) _ _14,/17.
T12 = 2-3 - 2 ’

y1 = 1,56, yp = —2,56;

g) Zeige, dass die Funktion F:z +— In[(1 — 2)?] — 2z mit Dr = D eine
Stammfunktion von f ist.

Flla) =5z 2(l—2)- (1) —2=—7% — 2= f(a);

h) Bestimme den Flacheninhalt der Figur, die vom Graphen Gy,
von der Geraden y = x sowie von den beiden Geraden y = —2
und z = 0 begrenzt wird, auf zwei Dezimalstellen genau.

Schnittpunkte vom Graphen von y = z und f(z) = Schnitt-
punkte von Gy und Gy-1.

— —1+V17.
Iy = 2 )

L4 2+ f)] 31+ [ f(x) — (—2) do = oo



e e i _._'__'_-2___ B e |

0.1.3 Analysis-Buch Seite 172, Aufgabe 25

Gegeben ist die Funktion f, mit f,(z) = ;—2 — 2 (a > 0). Der Graph
von f, heifie Gy, .

a) Bestimme den maximalen Definitionsbereich Dy , die Nullstellen
und die Asymptoten von Gy, .

¢ Definitionsbereich:
2 #0; < Dy, =R\ {0};
¢ Nullstellen:
fa(x):i—z—géo;@)a?’;x?’;@fa(a)zo;
¢ Asymptoten:
x = 0; (Beweis: xlg(r)li fa(x) = 003)

y = —Z; (Beweis: lirf Ja(z) + 2 =0;)

b) Berechne die Koordinaten (zp,yr) und die Art des Extremums
von f,. Hat Gy, Wendepunkte? (Begriindung!)

fi(z) = -2,

21.12.2006



x3+2a3;0; & = —v/2a;
GERIGKmethode von f/(x):

-2°(1/3)a 0
R
______________ 1
----- -0+ X3 + 2273
---------0---ax3
- 0 + [0 -

VZW von — nach + bei © = —/2a; — TIP bei <—\3/§a, 3%1 + \3/5) :

fi(z) = %2 > 0 auf ganz Dy, ; trotzdem aber Wendestelle von f,
bei z = 0.

c) Zeichne den zu a = 2 gehorigen Graphen Gy, .

d) Wie lasst sich die Tatsache interpretieren, dass yz den Parame-
ter a nicht enthalt?

Alle Tiefpunkte liegen auf einer gemeinsamen Geraden.

e) Berechne Fy(x) = ffg(t) dt = f (5 —1%)dt.
1

1

2

Bafo) = [ (-5 dt=[-4- 5] =—t-%+ 4

f) Begrunde die Existenz eines Maximums von F, und berechne
dessen Koordinaten.
2 37333.

GERIGKmethode von f,(z) = % — 2 = ©—:

+ [0 + 0 -

2

VZW von f,(z) von + nach — bei z = a; — HOP bei (a, —§ -+ 1{),



g) Fur welche Werte von £ hat die Gerade
Ik Y = —ix +k

mit Gy, keine Punkte gemeinsam? Welche Schnittpunkte er-
geben sich far k = a??

Konventioneller Ansatz tiber y = —2z + k < “2;53 = fu(x); fahrt
nicht zum Ziel, da die Nullstellen eines Polynoms vierter Ord-
nung zu finden waren.

Stattdessen Uberlegung mit den Erkenntnisen der a): y ist fiir
k = 0 Asymptote von Gy,, mit f,(z) > —% far alle v € Dy,.

Also: Fur k < 0 gibt es keine Schnittpunkte.

_ 3 3_.3
—%.T—FGQZ z+a® _ a’—z°,

a ax?

—*+ 2%} =a® - 23 & |z = 1;

Schnittpunkte: (£1,F + a?);

h) Die Funktion A, ist gegeben durch
hoie) = {5 7% Mz,
—L4+a® fur |z) <1
Ihr Graph heie G, .
Zeichne den zu a = 2 gehoérigen Graphen G,,.

Untersuche h, an der Stelle = 1 auf Stetigkeit und Differen-

zierbarkeit.

. ez 2 _ 1 2 _ — i 2z
A ha(n) = Bp e = et = () = s o
i hal)

— h, ist an der Stelle x = 1 stetig.

Provisorische Ableitungsfunktion:
— 2 L |g| > 1

M=y 5 2
-3 far |[E| < 1,

i ! — lim -1 = -1 m —2q2 — 1 — lim -2 _ 1 _
xligl— ha (.Z') o xligl— a a 7é rllgl—i- 2a @ mli)rﬁ_ a? a
lim A (x);
rz—14+

— h, ist an der Stelle x = 1 nicht differenzierbar; das proviso-
risch aufgestellte A ist nicht Ableitungsfunktion von A,.



10

i) Berechne den Inhalt J(r) des Flachenstiicks, das von G, der
Geraden gy:y = —%x, der y-Achse und der Geraden = = r (r > 0)
eingeschlossen wird.
ha(0) = a?;

A =a® 1,

2

A2:fha<l')—ygoda’,‘:f;—zdx: |:_a?i|1:_£+a2:a2( _l)’
1 1
Ay -1 =ra? falls 0 < z < 1;
J(r) = X :
A1+ Ay =ad*(2-1) sonst;
j) Bestimme lim J(r).

r—00

lim J(r) = lim a? ( _ l) — 242

r—00 T—00

h_afir %1 ----
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